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一种特殊筝形的性质初探

扮
介 汽 砂竺

:梦弋擎 {孙褂澎曝濒举参分辫钾撇鑫黔麟
众所周知

,

在平面几何课程里
,

着重研究过两种特

殊的四边形
:

平行四边形 (包括矩形
、

菱形
、

正方形 )和

梯形
.

还有一类特殊的四边形— 筝形 lj[
,

这里再介绍

的是筝形中较为特殊的一种 一 有一组对角是直角的

(本文中称做
“

直角筝形
”
)

.

直角筝形有许多有趣的性

质
,

呈现出极为美妙的对称
、

和谐之美
.

这些性质利用

等腰三角形
、

直角三角形
、

相似三角形等有关知识很容

易推证出来
.

本文对此作一初步研究
,

以供参考
·

设凸四边形 月 z汇 , 为一直

之和
.

引理 tR△ 了u刃 的外接 0 0 的半径 R等于斜边 脚

的一半
,

内切 0 1 的半径
,

等于 两直角边 BA 与 cA 之

和减去斜边 邵 的差的一半
.

证明
:

如图 通
,

显然知 几~

甸
.

卵
.”

今
。

,

黔

角筝形
,
A B一肥

,

A D ~ 况
,

艺 A

一 / c 一 R t / (如图 1 )
.

关于
“

直角筝形
” ,

有下面

若干性质定理
:

定理 l 任何直角筝形都
今

有一个外接圆
、

一个 内切圆和 图 1

一个旁切圆
,

这三圆圆心共线

(三点共线 )( 如图 2)
.

有关一个四边形是否存在外接圆
、

内切圆和旁切

圆 ? 文巨〕作出了肯定的回答
,

故在此证略
·

洲 一

合脚
,

又
,

易知 四 边 形

月石ZF 是正方形且边长为 六

.’. AE 一朋一 , ,

从而

月刀 + 月〔了一月百+ Z址 )+ 月不
1

+ 口双-

(筋 + 夕 ) + ( BD + CD ) 一 Z r
+

邵
·

一合
(BA + cA 一、 .)

定理 5 的证明
,

由定理 从

3及引理可得
.

如图 5
,

乙 l一 艺 2一 匕 3 ~

匕 4
,

又 DA 一腮
,

朋一酬
,

:
.

R t△月尸召望 R t△劫义了的

R七△口勿望 R t△Z汉之」
.

客
, 十

身
一

枷

今 令
图 2 图 3

+

合、
+

合。
+

合DA

、
合

( AP + BP 一 。 )十

合
( BP

+ 。 , 一 、 ) + 冬(cP + DP 一 cD )斗冬( DP + PA一 DA )

` 乙

定理 2 直角筝形
J

舰咫少D 的对角线将其分成两个

顶 角 互 补 的 等 腰 △月召〔
、

△月 z叉少和 两 个 全 等 的

R t△几魂刀
、
R t△肥 n

.

(证明略
,

如图 3 )

定理 3 直角筝形 月刀̀ 。 是轴对称图形
,

对称轴是

对角线 BD 所在的直线
.

(证明略
,

如图 3)

定理 4 直角筝形 通石`泪 的面积等于其对角线乘

积的一半
,

也等于所夹直角的两边的乘积
.

(证明略 )

定理 5 直角筝形 月刀口D 的对角线将其分成四个

相似的直角△乃柱劣
、

△尸B口
、

△只刃
、

△DP A
,

且这四个直

角三角形的外接圆与内切圆半径之和等于两条对角线

一 (月尸+ 代少) 十 (召尸+ PD ) 一月口十 Z宝刀
.

定理 6 直角筝形 月刀口刀 中
,

顶点 B
、
D 关于对角线

洲 的对称点
,

分别是对角线 cA 分其筝形所成两个等

腰△通仪少
、

△
z
“ ℃ 的垂心

、

证明
:

如图 6 (。 )中
,

设 H 点是顶点 D 关于 CA 的对

称点
,

连 月H冰万 z 并分别延长交 cB
、

肋 于 刀
、

尸
,

则艺 ]一

匕 2
,

匕 3 一艺 4
.

又艺 1+ 乙刀月口~ 匕 3 + 艺砚讨 ~ R t艺
,

艺召月̀ -

乙石宕A
,

:
.

匕 2 + 匕刀月口~ 匕 4+ 乙及沮一 R t艺
.

.’. 艺川叱7一 匕口尸月一 R t匕
,

即 AE 土理
,

CF 土朋
·

又
,

点 刀 是 AE
、

即 的交点
,
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今
角形的外心及内心

.

由三角形中位线定理及本文 定理

“ 】 02些口 3 0通里

告、
,

才, 1
0
今

些` , 2` , 3止

合、

又
` 了 )

图 6

:
.

点 11 是△月刀̀ 的垂心
.

由图 6 ( l))
,

同样可证点 召关于 解 的对称点 11 是

△ lA r 的垂心
.

定理 7 直角筝形
J

心双理 ,的对角线川 将其分成的

两个等腰△月及了
、

△ z权尧 , 的面积的乘积 泞乙 。 ·

乳 、 、 是

一 个定值
.

证明
:

如图 5
,

对角线 A C
、

刀D 交 少点 p
,

则有

AC土BD
卜刁尸~ C .P

P P ,

一 P
:
尸。

尤
丫

」 刀D

` ) 口 土召刀

0
3。 ,

」
_
2盗刀

P
、
P Z

土 刀D

尸 3 P
I _

匕召刀

{
{ )①四边形

` , 1
0 20 之` ”

1

匕之
_

是矩形
’

) {②四边形
“ 八尸六

{
L 是等腰梯形

`

台

守
·

一

·

; s △月刀户
·

s 八 月妇

一 (

音
(A

·

BP ) x (

音、
·

DP )

一

宁
40 2

·

〔BP
·

DP ,
·

又乙 A~ 乙口一 R t乙
,

由射影定理得

BP
, ·

DP 一AP
Z

一 cP
Z

一 (

答
)

2 ,

定理 9 直角筝形
J

心叉勺 的四边中点及由对角线

的交点引四条边的垂线的四垂足在同 一圆 上 (八点共

圆 )
、

引理 内接于 圆的 四边形 月2叉习) 的对 角线 A` 与
召D 垂直相交 于点 兀

,

经过点 K 的直线与边 DA
、

肥 分

别相交于点 11 和 M
,

则 ( ! )如果 人刀土朋
,

那么 (服 一

卫召 ; 〔 2 )如果 `
」
廿一 旧召

,

那么 丑 “ 土 DA
.

… 泞△
,
?

·

、 △八仪一指、
:

(定值 )
·

例 1 设 H 是等腰三角形
J

心众了的垂心
,

在底边 甜

保持不变的情况 l子
,

让顶点 」 至底边 甜 的距离变小
,

这时乘积 入、 冲
·

价 ))1j
。

的 {献吸小
、

变大
,

还是小变了证

明你的结论
.

( { 9蛤 年全国初 中数学 联赛试题 )

此题在文 [ 2」中给出的 13 种证法较为繁项
,

而利

用定理 6
、

7 可直接得到结论
.

冷

B

赢
B

率̀黔
’

下肇尹
c

\
`、

远岁
D 月

证明
:

如图 7
,

显 然四 边形

月召刀
`
C 是直角筝形且 肥 为

·

对

角线
, ,

: 由定理 7 可直接得

S夕那
·

泞△邢
。
一 习乙 朋

: ·

泞川川 一

奥贯
4 .

1 6一
- -

由于 邵保持不变
,

所以当 4

到 配 的距离变小时
,

乘积 习△ , 。 ` ·

定理 8 直 角筝形 邓曲

的对角线将其分成的四个相似

的直角△
才口

公叨
、

△解
、

△`
,

子,
、

△刀只峨的外心组成一个矩形
,

内心组成
一

个等腰梯形
.

证明
:

如图 8
,

设 。 少
、

(
`
-

1
,

2
,

3
,

4) 分别表示四个直角二

图 9 图 冈

证明
:

如 图 川
.

( ! )
`

了 匕 l
一

「厂 2
一
二
匕 3 + 匕 2 一 R t乙

,

:
.

艺 L一匕 3
.

又 匕 3 一艺 4
,

乙」一匕 5
,

:
.

匕 j 一匕 5
.

同理
,

匕 6一艺 7
.

从而 方M一
2
拯人一叼`

,

即 。 u 一 “ 从

( 2) 反之亦然
.

定理 9 的证明
,

由引理及定理 8 可获证
.

四边形

五掀子z沼是矩形 (必有外接圆 )
,

为此以矩形 五, “ H 的对角

线拐 (或 F ll )为直径作外接圆 (如图 9 )
,

在此圆上必有

以 所 和 lF l 为弦所对的直角顶点
.

又
’

: EF
,

土 `脚
、

户尹

土 A D J 穴子
`

土月召口刀 2
,

土欲
,

:
.

点 尸
、

lF
、

夕
、

1I, 在 ⑧石掀宇11 上
.

故此
,

刀
、
F

、

口
、

刀
、
尸

、 尸 , 、

口
、

刀
`

八点共圆
.

定理 10 直角筝形
J

姐汇 , 的内切圆
,

切 四边的四

个切点组成 一个对角线互相垂直的等腰梯形
.

证明
:

如图 ! !
,

由切线长定理
,

得

A刀一
了
权2

, 召 E一方尸江少石~ C召汪万亨一 D H
.

C

、义é\变
。

、夕
。

、人\一
,

\7不匀矛|才辉广必一\
v川阶髓

"

伞ù擞少
·

酗

月八



中学数学教学参考 1 9 9 4 年第 6 期

又 A B一 砍了卜拼U少一 I刃
,

… R t △石月刀里 R t△石飞灭子今

百月 一 咫今厂 l ~ 匕 2 ~ 乙 3 一

艺 4今 EF //
G H (考虑为什么 EF

笋 6省 )净四边形 刀月胡 是等腰
A

梯形
.

又 艺 5一艺 6 一 9 00

一

合
二。 ,

二 7一 二 8一 。。。

图 1 1

一

告
二。

,

、 。 + 二。 一 , 8 a0
, … 二 5十二 8 一二 6 + 二 7 -

1 8 “ 。

一

合
(二 。 + 二。卜 9。。 ·

由此可见
,

乙 `尸尸一 9 00
,

即 GE 土 llF
.

定理 11 直角筝形 月之汉少D 中
,

在边 BA
、

BC 上各取

一动点 尸
、

心
,

连 构 使其满足 关系 砌 一 AP + CQ (即

△刀砌 的周长一 定值 (A B + 娜 ) )
,

再连 DP
、

阅
,

若艺 B -

“
,

则匕绷 的大小是一定值 ( g少一

号
)

·

生数学竞赛初 中二年级复试试题 )

此题在文 [ 3〕中给出 6 种证法
,

这里从略
.

而从例 3 结论说明
:

定理 11 的逆命题亦是真命

题
,

请读者自己证明
.

定理 12 直角筝形 月仪习 中
,

有一动线段 卿
,

其

两端点 p
、

心分别落在边 BA
、

邵 上 (不重合于 B
、

C )
,

使

所成的△刀八 2 的周长一定 ( 一 BA + 甜 )
,

则必有以顶点

D 为圆心
,

以 DA 为半径的。 D 切 于阅 (图 1 4 ( 。 ”
.

证明
:

如图 1 2
,

延长 训 至

lP
,

使 cP
`
一 AP

,

连结 BP
` ,

易知

R t△尸月刀里 R t△ PI C D
.

:
.

D尸一 D尸
,

匕 1一 乙 3
.

又 卿一 AP + 御一 肥
,

十 “

印一口尸
, ,

御一姆
,

:
.

△刀产叼望△刀尸
,

必

:
.

/ 尸Z刁一 匕尸 Z叼
,

即 艺 2 + 艺 3 一 艺子叹尹一

乙 1+ 匕 .2

图 12

… 二、 一

音
二“

·

又 匕月Z叉了+ 匕 B一 18 0
0 ,

匕 B = 0
,

故 艺、 一牛二 ,
一 9 00一冬 (定值 )

.

乙 `

例 2 四边形 月伙 , 中
,

BA 一贺
,

乙 A一 匕 C 一 90
“ ,

乙 B一 135
“ ,

K 为 BA 上 一点
,

N 为 脚 上一点
.

若△ B丑 N

的周长等于 BA 的 2 倍
,

求匕天及 , 的度数
·

( 1 9 9 3 年北

京市中学生数学竟赛初中二年级初试试题 )
.

解
: ’

: 艺 B一 1 35
“ , … 由定理 11 可直接得出结果

二
~

一 9 00 一

合
二 。 一 2 2

·

.o5

例 3 如图 ] 3
,

△月之叉少是

边长为 l 的正 三 角形
,

△召之涅少

是顶角艺川 r 一 1 20
“

的等腰三

角形
.

以 D 为顶点作一个 6 00

角
,

角的两边分别交 A B 于 M
,

交 cA 于 N
,

连结 对入
,

形成一

个△ A M八
, .

求证
:

△ A M N 的周

长等于 2
.

( 1 9 91 年北京市 中学
图 1 3

( a ) ( b )

图 1 4

证明
:

如图 1 4 ( b)
, `

: BA 土DA
,

脚土CD
,

DA 一那
,

:
.

以顶点 D 为圆心
,

以 DA 长为半径作 O D
,

这时

O D 必与 A B
、

cB 相切
,

切点分别为 A
、

C
.

此时
,

过 O D

在直角筝形 月仪 )D 内部的A C上任意一点 E
,

作 O D 的切

线 尸 QE
` ,

分别交 BA 于 lP
,

交 C B 于 叨
,

连结 尸
`
D

、

翻 从

DE
,

则根据切线长定理
,

容易推知 1P 2 一 AP
`
+ CQ

` ,

再

由定理 1 1
,

得乙 lP 、
,

一

合
乙。

一 ” o0 一

合
二 .B

又丫 定理给出的条件是△ ,毯叼 的周长一 BA 十邵
,

可知 砌~ AP + 阅
,

即

二、 一

合
二“

一 9 00 一

专
二 .B

由此说明
,

符合定理条件的线段 砌 必在所作 O D

的切线 尸砌
,

上
.

故此定理获证
.

从而
,

定理还表明
:

动线段 砌 (满足 砌一 AP + 阅
,

即△ 刀砌 的周长一 BA + 所 )切于某圆的切点 M 形成的

轨迹是以 D 为圆心
,

以 DA 长为半径且在直 角筝形

月及泪 内部的一段圆弧CA (如图 1 4 ( 。 ”
.

综上所述
,

足以说明
“

直角筝形
”

是一个不平凡的

图形
.

事实上
,

这个图形还有许多值得探讨的东西
,

有

待数学爱好者进一步努力
,

从而发现更多妙趣横生的

命题
.
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